Spezielle Beobachtungen zur
Geometrie des Oktaeders
ROBERT RESEL

Einleitung

Ist man aus bestimmten Griinden (etwa bei der Konstruktion zugeordneter Hauptrisse im
GZ- oder DG-Unterricht, oder auch zwecks Beispielen zur Analytischen Geometrie in der
6. Klasse mit “schonen Ergebnissen®) an Oktaedern im rdumlichen cartesischen Koordi-
natensystem (Standardbasis des R? fiir den gesamten Artikel vorausgesetzt!) interessiert,
deren Eckpunkte allesamt Gitterpunkte sind und welche das Zeichenblatt (im Falle des
GZ- und DG-Unterrichts, wobei aber selbst fiir den Mathematikunterricht in der 6. Klas-
se parallelisierte konstruktive Verfahren der rdumlichen Geometrie denkbar wéren, vgl.
dazu [7]!) nicht “sprengen‘ sollen, so stellt sich die Frage nach einer Parametrisierung
entsprechender Aufgabenstellungen.

Niitzt man nun die Eigenschaft aus, dass die konvexe Hiille der Mittelpunkte der Be-
grenzungsquadrate eines Wiirfels ein Oktaeder bildet, braucht man somit nur noch eine
Parametrisierung fiir entsprechende Wiirfel, was in natiirlicher Weise auf (Vielfache) or-
thogonale(r) Matrizen aus R®3) (“Gruppe Os der orthogonalen Matrizen®) fiihrt, deren
Parametrisierung (hier!) aber nicht unsere Aufgabe sein soll.! Vielmehr wollen wir uns in
diesem Artikel mit einer speziellen Teilmenge der O3 beschéftigen, welche hinsichtlich un-
seres Anliegens beziiglich Oktaeder so manche {iberraschende (geometrische) Eigenschaft
bereithilt, worauf das Beispiel der Oktaeder?

Oktaeder AlBlchlElFli A1(1‘5|10), 31(9‘10‘13), Cl(l3|9|4), D1(5|4|1), E1(10|1|9), F1(4‘13’5)
Oktaeder AQBQCQDQEQFQi A2(1‘10’5), B2(4‘5|13), 02(13|4’9), D2(10‘9|1), E2(5|1|4), F2(9|13|10)
einen ersten Vorgeschmack bieten soll (vgl. dazu auch Fig. 1 im EUKLID-Anhang!).

Auffillige Beziehungen sowohl zwischen den jeweils 18 beteiligten Koordinaten eines der
beiden Oktaeder als auch zwischen allen 36 insgesamt auftauchenden Koordinaten beider
Oktaeder lassen bereits einige Merkwiirdigkeiten erkennen, zu welchen sich durch eine
zugeordnete Grund-Aufrissdarstellung (wofiir abermals auf Fig. 1 verwiesen wird!) der
beiden Oktaeder noch weitere Beobachtungen dazugesellen, welche im Folgenden genauer
analysiert werden sollen.

!Entsprechende Zuginge zu EULERs bekannter Parametrisierung der O3 findet man mit bzw. ohne
Zuhilfenahme des Schiefkérpers H der HAMILTONschen Quaternionen in [1] oder [2] bzw. in [4]!

2Dabei setzt sich das Oktaeder A; B1C1 Dy E1 F; bzw. Ay BoCs Dy EsFy aus den am Quadrat A, B1C; Dy
bzw. AQBQCQDQ identifizierten Pyramiden A1B101D1E1 und AlBlchlFl bzw. A2B202D2E2 und
A9 ByCy Do Fy zusammen (was bekanntlich nur eine von drei derartigen Betrachtungsweisen darstellt,
vgl. dazu etwa [5])!



Eine spezielle Matrix

Der “Ursprung“ der oben angesprochenen speziellen Teilmenge der O3 befindet sich in
Aufgabe 15 auf S. 12 des Lehrwerks [3], in welcher zu zeigen ist, dass jeder Vektor der
Bauart @, = (n|n+1|n(n+1)) fiir ganzzahliges n auch ganzzahligen Betrag aufweist, was
wegen

1 Za]| = VP2 + (n+ 12 +n2(n+1)2 = Vn* + 203 + 3n2 4+ 2n + 1

[1Za] = \/n2 Knu%) +2 (n—l— %) +3}

und der (zur Faktorisierung symmetrischer Polynome - wie wir gleich sehen werden -
ziehfithrenden!) Substitution®

nach der Umformung

1
zZ=n+—
n

auf

T = V/n2(22 =2+ 22 +3) =nV22 + 22+ 1 =n(z + 1)

bzw. durch Riicksubstitution auf
. 1
17 =n(n+—+1) ,
n

|| %] =n?4+n+1

ergo

fiihrt.
Damit ist gezeigt, dass jeder Vektor @, der Bauart &,, = (n|n+1|n(n+1)) fiir ganzzahliges
n auch ganzzahligen Betrag (ndmlich n? + n + 1) hat.

Um nun zu der angekiindigten speziellen Teilmenge der O3 zu gelangen, stellen wir fest,
dass eben berechnter Betrag von Vektoren erwdhnter Bauart sowohl gegeniiber Permu-
tationen der Komponenten sowie Vorzeichenwechsel der Komponenten invariant ist und
betrachten hiefiir paradigmatisch ein diesen Sachverhalt widerspiegelndes Vektortripel,
welches wir zur Matrix

2 6 -3
A= 3 2 6
6 —3 -2

zusammenfassen. Der erste Spaltenvektor von A ist ein Vektor erwdhnter Bauart (Z5!),
der zweite und der dritte Spaltenvektor sind durch bestimmte Permutationen und Vorzei-
chenwechsel des ersten Spaltenvektors entstanden. Da alle drei Spaltenvektoren gleichen
Betrag (7 = 22 + 2 4+ 1) haben und noch dazu paarweise aufeinander normal stehen, ist
A somit das Siebenfache einer orthogonalen Matrix, was uns in Verallgemeinerung dieses
Beispiels fiir n = 2 auf folgenden Satz fiihrt:

3Vgl. dazu etwa [6]!



SAaTZ 1. Esseit € R. Dann ist die Matrix

t tt+1) —(t+1)
t+1 t tt+1)
tt+1) —(t+1) —t

B 1
24t

stets orthogonal.
BEWEIS. Verlauft elementar, indem man fiir die Spaltenvektoren z;, 1 < ¢ < 3 die Be-

ziehung(en) 2; - z; = 0;; nachweist.

Dass die auf diesem Wege parametrisierte Teilmenge der O3 beziiglich der Matrizenmul-
tiplikation keine Untergruppe letzterer bildet, zeigt das

GEGENBEISPIEL
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welches bereits das Gruppenaxiom der Abgeschlossenheit verletzt.

Um Satz 1 nun gewinnbringend zur Erzeugung von Oktaedern mit “Gittereckpunkten “ ver-
wenden zu konnen, benutzen wir (weil ja die Oktaedereckpunkte wie schon bemerkt die
Mittelpunkte der Begrenzungsquadrate eines Wiirfels sind) die Parametrisierung

P(0]0]0), Q(2n|2(n+1)12n(n+1)), R, S(2n(n+1)2n|—2(n+1)), T(-2(n+1)|2n(n+1)|—2n), U, V, W

des Wiirfels PQRSTUYV .

=
=
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des Oktaeders AgBoCoDoFEoFp sei nun der Mittelpunkt des Quadrats PSWT
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Aoy, By, Cy, Dy, Ey und Fy sind somit in folgender Weise als Linearkombinationen von
@, S und T darstellbar:

1 1 1 1 1 1
Ay = §(Q+T), By = 5(2Q+S+T), Co = §(Q+2S+T), Dy = §(S+T), Ey = §(Q+S), Fy = §(Q+S+2T)

Einsetzen obiger Parametrisierung des Wiirfels PQRSTUV W liefert dann die Parame-
trisierung

Ao(—1](n+1)%|n?), By(n*+2n—1|n*+4n+2[2n°—1), Cy(2n*+2n—1|n*+4n+1|n*—2n—2),

Do(n* —1n*+2n|—2n—1), Ey(n*+2n2n+1|n*—1), Fy(n*—2|2n*+4n+1|n*—2n—1)
des Oktaeders AyByCoDyEyFy.



Damit die zugeordneten Grund- und Aufrisse derartiger Okateder nicht {iberlappen (was
genau dann gewéhrleistet sein wird, wenn sémtliche x— und z—Koordinaten nicht-negativ
sind) und ferner keine “unnétig grofien“ y—Koordinaten aufweisen, translatieren wir das
Oktaeder AqgByCoDyFEyFy noch durch den Vektor

2
U= —2n
2n + 2

und erhalten auf diesem Wege ein neues Oktaeder Ay B,C D1 FE; Fy, welches fiir jede ganze
Zahl n (ausgenommen —1 und 0) vollstdndig im ersten Oktanten (x > 0, y > 0, z > 0)
liegt:

A (1 +1](n+1)2+1), Bi((n+1)?|(n+1)*+12n*+2n+1), C1(2n*+2n+1|(n+1)%|n?),
Di(n* + 1n?[1), Ei((n+1)> +1|1|(n + 1)?), Fy(n?|2n® 4+ 2n + 1|n* + 1)

Schreibt man die Eckpunkte in der algebraisch dquivalenten Form
A (1n?+1|(n+1)24+1), Bi((n+1)?|(n+1)*+1|n*+(n+1)?), C1(n*+(n+1)%|(n+1)%n?),

Di(n* +1|n*|1), Ei((n+1)* +1|1|(n +1)?), Fi(n*|n* + (n+1)*|n* + 1)

an, so laBt sich durch genauere Betrachtung der parametrisierten Koordinaten des Okta-
eders A; B1C1 D, E1 F; folgender Satz formulieren:

SATZ 2. Essein € N* \{—1} und ferner das Zahlenpaar (z;|x) = (n?|(n+1)?) gegeben.
Dann bildet die konvexe Hiille der Punkte A;(1]x; + xo|za + 1), Bi(xa|za + 1|a1 + 2),
Ci(z1 +xo|xa|z1), Di(21+1|21|1), By (22 +1|1]|22) und Fy (21|21 + 22|21 +1) ein Oktaeder,
welches vollstdandig im ersten Oktanten liegt.

Betrachtet man nun die jeweils insgesamt 18 “Koordinaten“ der beiden Oktaeder aus der
Einleitung, so fallt einem auf, dass es sich bei ihnen nur um sechs Zahlen handelt, die je-
weils dreifach auftreten, und zwar genau einmal pro Koordinate und nur maximal einmal
pro Eckpunkt. Es erwies sich als bei einigen (begabten) Schiilern durchaus interessantes
Experiment, diese beiden Oktaeder im GZ-Unterricht vorzulegen und die Schiilerlnnen
selbst entdecken zu lassen, was soeben im letzten Satz erlautert wurde, bzw. noch mehr:
Bei genauerer Betrachtung erkennt man z.B. auch noch, dass je zwei “gegeniiberliegen-
de“ Punkte (Von jedem Eckpunkt eines Oktaeders fithren vier Kanten zu vier anderen
Eckpunkten, iibrig bleibt ein Eckpunkt, welcher dann zusammen mit dem in Rede ste-
henden Punkt die Spitzen jener beiden Pyramiden bildet, deren nicht zur Oberfliache
zéahlendes gemeinsames Basisquadrat von den vier anderen Eckpunkten gebildet wird und
welche das gesamte Oktaeder generieren.) insgesamt alle sechs vorkommenden Zahlen
genau einmal als Koordinate besitzen.



“Duale* Oktaeder

Um nun mittels der Parametrisierung aus Satz 2 allgemein zu untersuchen, wie man aus ei-
nem Oktaeder wie dem Oktaeder 1 das (im Folgenden als) “duale“ (bezeichnete) Oktaeder
2 erhalt, dessen Eckpunkte lediglich durch Permutationen der Koordinaten der Eckpunkte
des Oktaeders 1 entstehen, stellen wir zunéchst fest, dass die konkreten Oktaeder 1 und
2 aus der Einleitung durch Wahl der Parameter n; = 2 bzw. ny = —3 hervorgegangen
sind und {iberlegen nun allgemein, dass eine Permutation der sechs vorkommenden Koor-
dinaten (1, x1, x1 + 1, @9, xo + 1, 11 + 23) nur durch eine Permutation des generierenden
Zahlenpaars (x1|zs) moglich ist. Da (bis auf die identische Abbildung) nur eine derartige
Permutation existiert, miissen fiir die Parameter m und n zweier “dualer® Oktaeder die
Gleichungen
n? = (m+1)* sowie m? = (n+ 1)

gelten, woraus man [etwa durch Betrachtung der beiden Gleichungen im car-
tesischen (m,n)—Koordinatensystem, in welchem sie die beiden Geradenpaare
(m+14+n=0 m+1—n=0) bzw. (n+1—m =0, n+ 1+ m = 0) darstellen] die

fundamentale Gleichung erhiéilt (welche am obigen Beispiel exemplifiziert
2 — 3 = —1 bedeutet).

Wendet man auf den Parameter n des Oktaeders A; B,C, D EF} aus Satz 2 in der letz-
ten Darstellungsweise vor Satz 2 die Abbildung n +— m = —1 — n an, so gelangt man
zum “dualen Oktaeder

Ay (1|(n + 1)2 + Hn2 +1), Bg(nZ|n2 + Hn2 + (n+ 1)2), C’Q(n2 + (n+ 1)2|n2|(n + 1)2),

Dy((n+1)? +1|(n+1)%1), Ey(n®+1]1|n?), Fy((n+1)*n*+ (n+1)%|(n+1)* + 1),

welches fiir n = 2 gerade das Oktaeder 2 aus der Einleitung liefert.

Die “Dualabbildung*

Jetzt wollen wir uns iiberlegen, welche geometrische Bedeutung der Ubergang

von einem Oktaeder zu seinem dualen Oktaeder (i.f. kurz “Dualabbildung* ge-

nannt) hat, wozu wir zunéchst feststellen, dass jedes aus einem entsprechenden
Zahlenpaar (z1]|z9) = (n?|(n + 1)?) via Satz 2 generierte Oktaeder und sein duales Okta-
eder den gemeinsamen Mittelpunkt M (n*+n+1|n*+n+1|n*+n+1) (gegeniiberliegender
Eckpunkte wie A; und C;, B; und D; und schlielich E; und F;) besitzen. Zusammen mit
der durch (mit dem dynamischen Geometrieprogramm EUKLID erstellten) Figur 1 sugge-
rierten Vermutung, dass es sich bei der Dualabbildung um eine Drehung um eine Achse
a um einen bestimmten Drehwinkel (welcher von n abhéngt, wobei dieser Drehwinkel fiir
n = —% exakt 0° betragen muss, weil dann das Oktaeder zu sich selbst dual ist) handelt,
ist schon einmal klar, dass M mit a inzidiert. Zur Ermittlung der vermuteten Drehachse
a brauchen wir nur die Symmetralebenen zweier durch die Dualabbildung gekoppelter
Punktepaare (z.B. A; und A, sowie B; und Bs) miteinander zu schneiden, wozu es wegen
der bereits bekannten Inzidenz M € a reicht, den Richtungsvektor von a als vektorielles
Produkt zweier beliebiger Normalvektoren der beiden Ebenen zu berechnen:



0 0 —(2n+1) 1

AAy = 2n+1 | 1 , BiBo=| —(2n+1) [ 1
—(2n+1) -1 0 0
0 1 -1
= 1 x| 1 | 1 ist ein Richtungsvektor der Drehachse a, woran man
-1 0 1

einerseits erkennt, dass der Grund- und der Aufriss von a in zugeordneten Hauptrissen
zueinander parallel verlaufen (vgl. dazu — als Erweiterung von Fig. 1! — auch Fig. 2!) und
woraus man andererseits schliefft, dass dieser Richtungsvektor gleichzeitig Normalvektor
fiir die zueinander parallelen Trigerebenen jener Bahnkreise ist, auf welchen sich die
Eckpunkte des ersten Oktaeders bei der (vermuteten) Drehung in sein duales Oktaeder
bewegen. Dazu legen wir entsprechende Normalebenen oy, (1, x1, 61, €1 und ¢, durch Ay,
By, C1, Dy, Ey und Fj sowie analog Normalebenen aw, (33, X2, 02, €2 und @y durch As,
By, Cs, Dy, E5 und F,, was uns

o —r+y+z=20n*+n+1) baw. ay: —x+y+z2=21n*+n+1),

Bii—r+y+z=20n+n+1) baw. By: —v+y+z=2n*+n+1),
X1:—2+y+2z=0 bzw. xo:—2x+y+2=0,
01:—x+y+2=0 bzw. ds: —x+y+2=0,
e1:—r4+y+2=0 bzw. e5: —zx+y+2=0

und schlief3lich

or:—r+y+z=2n*+n+1) baw. py: —x+y+z=2n*+n+1)

liefert, woraus wir erkennen, dass die Dreiecke AA;B; F; und AA, B> Fy einerseits und die
Dreiecke AC1 D1 E, und AC5D5FE> andererseits jeweils gemeinsam in einer Normalebene
auf a liegen. Da all diese vier Dreiecke aufgrund der Geometrie des Oktaeders gleichseitig
sind, fallen die entsprechenden Umkreismittelpunkte mit den zugehorigen Schwerpunkten
zusammen, woraus aufgrund der vektoriellen Schwerpunktformel folgt, dass der Mittel-
punkt jenes Bahnkreises, auf welchem sich das Dreieck AA;B; F} bei seiner Drehung um
a in das Dreieck AA;ByF5 bzw. das Dreieck AC; Dy E; bei seiner Drehung um «a in das
Dreieck AC5D5FE5 bewegt, durch

2 4 4
Saaumn = Ssassury (50 4+ D3 (0 40t Dl 2 )

'

=:SAABF

bzw.

4 2 2
8008, = Sac,pymy <§ (0t g (0 Fnt Dlg - (0F 4t 1>)

~
=:SACDE

gegeben ist.



Zur Berechnung des zugehorigen Drehwinkels A ermitteln wir die sechs Winkel «, (3, ¥,
—

0, € sowie ¢ zwischen den Vektoren SaaprA; und SaaprAs, SaaprB1 und SaaprBa,
_—

SacpeChund SacprCs, SACDED_1 und Sacpe D2, Sacprefh und SacpeEs sowie SaaprFi
und SaaprFb und zeigen deren Ubereinstimmung;:

—2n? —2n+1 2n? +2n —1 p+q
—_—
3 SaarA; = —n?—4n—1 I n?+4n +1 =: P
—n?42n 42 n?—2n—2 q
—2n? —2n+1 2n? +2n—1 p+q
-
3 Saaprls=| —n*+2n+2 | n>—2n—-2 | = q
—n?—4n—1 n?44n+1 p
PP HApg+ @ PP —2pq+ ¢ (p—q)*
= cosa = 3 5 =1- 5 =1- 5
2(p* + pg +¢°) 2[(p+9)* — pq| 2[(p+9)* — pq|
bzw.
(6n + 3)?
cosa=1—
2(4n* +8n3 —4n + 1 —n* — 2n3 + 602 + 10n + 2)
bzw.

9(2n + 1)? (%)
6(n*+2n% +3n2+2n+1)
Entsprechend gilt (wobei wir im Folgenden die bei der Berechnung von cos v definierten
Parameter p und g weiterverwenden!):

cosao =1 —

n? 4+ 4n +1 P
_—
3-SaaprBr=| —n*+2n+2 | = —q
2n? +2n — 1 p+q
n?—2n—2 q
_
3- SAABFBQ = —n2 —4n —1 = —p
2n% 4+ 2n — 1 p+q
2 4 2
= cosf = p2+ pq+q2 = (A=«
2(p* +pq +¢)
Ferner:
2n? +2n — 1 p+q
_—
3 - SacpeCi = n?+4n+1 = D
n?—2n —2 q
2n? +2n —1 p+q
T —
3- SACDECQ = TL2 —2n —2 = q
n?+44n —1 P
= Ccosy = Pt Apg g X =«
2(p* +pg +¢?)
Dann:
—n?—4n—1 n? +4n +1 p
. — 2 _ _ _n2 — _
3-SacpeDi = n*—2n — 2 I n+2n+2 | = q

—-2n? —2n+1 2n? +2n —1 p+q



—n?+2n+2 n?—2n —2 q

T E——
3+ SacppDs2 = n?+4n+1 | —n2—4dn—-1 | = -—p
—2n* —2n+1 2n? +2n — 1 p+q
2 4 2
= cos) = p2—i-pq+q2 0=«
2(p* +pg + %)
AuBlerdem:
—n?+2n+2 n? —2n —2 q
R
3-SacprEr=| —2n*—2n+1 || m2iom—1 | = ptyg
n?+4n+1 —n?—4n—1 —p
—n?—4n—1 n?4+4n+1 P
3-SacppEy=| —2n*=2n+1 | | 2n2+2n—1 | =1 p+gq
n?—2n —2 —n?+2n+2 —q
2 4 2
= cosezp+pQ+q = =«
2(p* +pg + %)
Schliellich:
n?—2n —2 q
e —
B'SAABFFlz 2n2+2n—1 = p+q
—n?—4n —1 —p
n?+4n+1 D
e
3-SauprFo=1| 2n2+2n—-1 | =| p+gq
—n? +2n + 2 —q
P* +4pg + ¢

= COSp = Y =«

2(p* + pa+¢°)
Damit wire die Ubereinstimmung der Winkel gezeigt. Mehr noch folgen aus diesen Be-
rechnungen ferner diverse anhand von Fig. 2 ersichtliche Eigenschaften, auf welche im
Rahmen des Ausblicks noch hingewiesen wird.

Nach den Voriiberlegungen zu Satz 1 gilt n* +2n® +3n%?+2n+1 = (n? +n + 1)?, woraus
folgt, dass (x) auch als cosav=1—3 - (nZQZ:}rl)Q (xx) darstellbar ist. Beachtet man ferner
die Beziehung n + m = —1 zwischen den Parametern n und m der zueinander dualen
Oktaeder 1 (Parameter n) und 2 (Parameter m), so 1a8t sich 2n + 1 auch als n —m
schreiben. Beriicksichtigt man schliefllich auch noch, dass sich (vgl. die Voriiberlegungen
zu Satz 2!) beide Oktaeder aus einem Wiirfel der Seitenléinge 2(n* + n + 1) ableiten und
somit die Seitenlinge s := v/2(n?+n+ 1) aufweisen, fithrt dies zu folgender Formulierung

von

SATZ 3. Wendet man auf das Oktaeder 1 aus Satz 2 die “Dualabbildung“ an (d.h. man
unterwirft den das Oktaeder generierenden Parameter n der affin-linearen Transformati-
onn+— m = —n — 1), so entsteht ein Oktaeder 2, welches aus dem Oktaeder 1 durch
eine Drehung um die Trégergerade der Verbindungsstrecke der Schwerpunkte der Drei-

ecke AA;B;F; und AC;D{FE; um den via [cos\A\=1—3- (w)2 definierten Winkel A

s

hervorgeht, wobei s die gemeinsame Seitenlinge des dualen Oktaederpaars bezeichnet.



Ausblick

Was es (z.B. fiir Schiiler im GZ-Unterricht bzw. im Wahlpflichtfach Mathematik) noch zu
entdecken gibe (den Umfang dieses Artikels aber sprengen wiirde!):

Wie anhand Fig. 2 ersichtlich, gilt (z.B.!) SaaprA1+SacpeCi = 0, was sich mutatis
mutandis auch bei anderen “geeignet zueinander passenden® Vektoren zeigt.

Ein Eindruck, den man schon anhand der dualen Oktaeder im EUKLID-Anhang
gewinnt, 148t sich auch allgemein beweisen: Der Grundriss/Aufriss des Oktaeders
ist zum Aufriss/Grundriss des dualen Oktaeders kongruent (Lagegleichheit wird
durch Verschiebung ldngs eines Ordners der zugeordneten Hauptrisse hergestellt,
vgl. zur anschaulichen Transparenz abermals den Anhang!), wenngleich die Punkte
A; und B; sowie die Punkte C; und D; vertauscht werden.

Eine Kurvendiskussion der Funktion f mit f(z) = 2 zeigt Wy = [—a; a] mit
a= %‘3’, woraus W, = [—1; 1] fiir die Funktion g mit g(z) =1 — 2 - (Ifﬂilf [vgl.

(**)!] folgt (a posteriori-Absicherung!).

Lost man (#) bei festem A nach n auf, so erhdlt man zwei quadratische Gleichungen
mit den Losungsmengen Ly = {ny,ne} und Ly = {ng, n4}. Bei geeigneter Numerie-
rung der Indizes gilt dann ny + ng = —1 sowie ny + ny = —1, was auf zwei Paare
dualer Oktaeder fithrt (fiir jeden Drehsinn von A ein Paar!).

Spezialfille fiir \:

o )\ _ Oo RN COS A = 1 (Bereits bekannt: n = _%; \/)

Hier ist die Dualabbildung die Identitét (“absolut duales Oktaeder*).
- A=90° & cosA=0:
Fiihrt auf vier Losungen mit 2 - n; € Z[v/3] U Z[V6].

— A=180° & cos A = —1:
Fiihrt nur auf zwei Losungen mit 2 - n; € Z[v/3] (klar, weil der Drehsinn hier
keine Rolle spielt, da aus der Drehung um a eine Spiegelung an a wird).

—A=120° < cos)\:—%:

Fiihrt fiir n auf die einfachen Losungen —2, —1, 0 und 1, welche aufgrund der
besonderen Geometrie des gleichseitigen Dreiecks die Eckpunkte bei der Dre-
hung lediglich permutieren lassen, d.h. hier ist das Oktaeder jeweils selbst-dual,
wobei die Dualabbildung aber (anders als bei A = 0°) eben nicht die Identitét
ist!
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